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1if - EXERCICES SUR L'ESTIMATION DE PARAMETRES

—— e ——

@ercice 1

Début ]um 2008, le gouvernement chinois donnait une con51gne de boycottage du
tourisme en France. De ce fait le nombre de demandes de visas de tourisme deposees a
l'ambassade de France & Pekin relevé au cours des trois derniéres semaines de j juin et
des deux premiéres de juillet a été de: 627 878 925 1105 1213

tandis qu'a la méme période l'année précédente, on enregistrait en moyennk 2000
demandes par semaine avec un écart type de 250.

On notera X le nombre de demandes de visas de tourisme déposées a 1'ambassade de
France a Pekin chaque semaine au cours 1'été 2008.

On fera l'hypothése que X est normalement distribuée et que 'écart type est resté
inchangé. On souhaite évaluer le parameétre m = E(X).

1) Proposer un estimateur pour le paramétre m. Cet estimateur est-il sans biais ? Est-il
convergent ? Calculer sa variance. A quelle estimation de m, cet estimateur et les
observations conduisent-ils ? -

2) Si on prend pour m la valeur estimée & la question 1, peut-on dire, comme le titrait
Le Monde dans son édition du 20 juillet 2008, que "les touristes chinois boudent la
France" ? Peut-on dire comme l'affirmait l'article sous jacent de ce méme journal
que le nombre de demandes "a diminué des 2/3" ?

Reprendre le contexte de l'exercice précédent. On fait éncore I'hjpottise que-X est
normalement distribuée, mais on ne suppose plus que l'écart type G est resté inchangé.
Désormais on veut estimer ©.

1) Proposer un estimateur pour 62. Est-il sans biais ? Etudier sa convergence.
2) Proposer un estimateur sans biais pour c2.

3) Quelles estimations de o2 permettent les 2 es’amateurs précédents et les observations
rapportées plus haut ? (cf. énoncé de I'exercice 1)

4) En déduire la meilleure estimation possible pour o, compte tenu des observations.

Préciser quel estimateur a été utilisé pour estimer o ainsi que ses propriétés.

s 4
Une enquéte nationale a montré que lg% des adolescents 4gés de 14/15ans et
scolarisés en classe de 3¢, présentent un surpoids (obésité incluse). Dans la région R.,
cette proportion semble plus élevée mais reste & évaluer. On notera p la prévalence de
surpoids dans la région R. Une enquéte menée auprés de 145 éléves scolarisés en classe
de 3¢et dgés de 14/15 ans a révélé que parmi eux 27 présentent un surpoids.

1) Décrire le modéle d'inférence adapté a la résolution de ce probléme, en particulier
préciser quelle est la variable du modéle et donner sa loi.

2) Proposer un estimateur pour g et étudier ses propriétés. Quelle estimation de p
aménent cet estimateur et les observations rapportées ?
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3) Peut-on affirmer que la proportion d'adolescents présentant un surpoids dans la
région R est plus glevée que dans l'ensemble du territoire national ?

Exercice 4

Dérnontrer que pour qu'un estimateur sans biais T soit convergént en moyenne
quadratique, il suffit que sa variance tende vers 0 quand n tend vers l'infini.
Cette propriété est-elle encore vraie si T est seulement asymptotiquement sans biais ?

Exercice 5

Soit X la variable aléatoire dont la loi est donnée dans le tableau ci-dessous :
f ol A 1o 1
a 1-2a| a
est un paramétre réel de valeur inconnue.

oS

ou

1) Pour que]les valeurs de a le tableau précédent définit-il bien une loi de probabilité ?
Calculer E(X) V(X) et P(X< 0).

n -
2) Onpose: M =“%2 X2 olt’ (X1,-..Xn) est un n-échantillon de la variable X. '’
=1

Déterminer o de sorte que la variable T = . M soit un estimateur sans b1zals pour a.
Montrer que T est convergent et calculer sa variance. Tol— EM-a2)=32 €

3) Pour ﬁ‘l .n, on définit une Vanable\ \d} ar: Za 1, ssi X1<0 e’c—é 0's1non alo':r‘sr 5

§ Sme———e

onposeY = Z Z;i. Calculer E(Y) et V(Y) et donner une mterprefatlon de.
i=1
Y. .
Montrer que la variable W = — est un e_stimateur sans biais pour a, Etudier sa
convergence. | b
4) Quelles estimations ameénent les estimateurs T et W et les observations suivantes :

41 0 [ 1 g y A
37 638 45 .

Laquelle préférer et pourquoi ? : oot .
‘ [
Exercice 6
Deux urnes identiques comportent la méme proportion p de boules blanches. Dans
'urne i, (i = 1, 2) on tire avec remise un échantillon de taille nj et on note F la
propostion de boules blanches dans I'échantillon tiré. On supposera nj différent de ny. d
onpog.eM—F—l—-z-f-Z et S=aF1+(1-a)Fy olaestunréel,0<a<l. ’

1) Montrer que M et S sont deux esnmateurs sans biais pour p mﬁéﬁﬁﬁrﬁz
2) Déterminer a de sorte que S soit de variance minimale. Vérifier que S ainsi défini est
meﬂ.eu.r que M et que de plus S et M sont identiques ssi ny =no.
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Le service des études suf 1a sécurité routiére a montré que le nombre d'accidents
survenus chaque semaine a un certain carretour, peut étre modélisé par une variable
X de loi depoisson de parametre A.

Pour estimér A on dispose des observations suivantes rapportant le nombre

d'accidents par semaine tout auéng d'une année :
Nombre d'accidents 0 2 | 3 | 4 Total .

Effectifs observés 12 | 16 [ 15] 5 4 52

1) Déterminer un estimateur W pour A par la méthode du maximum de
vraisemblance. . P

2) Vérifier que cet estimateur” W est l'estimateur "naturel" pour l et préciser ses
propriétés. N

3) En utilisant la loi estimée pour X, calculer la probabilité qu'une semaine donnée on

n'enregistre aﬁcun accident. Comparer cette valeur avec la fréquence observée.
Conclure. ¢

y b &

af ¥
58 $¥

.

Exercice 8

Avec le développement d'internet, la diffusion du livre est mise & mal et au cours de
la derniére décennie, Paris a vu de nombreuses libairies fermer. un économiste s'est

~ saisi de cette question et propose de modéliser la durée de vie d'une librairie par une
variable T de loi exponentielle de densité :

3 e'X/ 6 si x>0
ﬂ Cz\’ 1()(,9)

o 0 sinon
. . & . "
ou O est u.r\@grafnetre de valeur inconnue, 6 > 0.

On peut remarquer que de ce fait 8 = E(T) autrement dit 6 représente la DDV moyenne
d'une librairie.

Par ailleurs en consultant les Bottms du commerce, pour un échantillon de n = 15

_, librairies il a obtenu : Z ti=77 et z t2 = 743.
’ ‘ i=1 i=1
dQ“On note (t1, t2, ..., tn) les durées de vie observées sur les n librairies de 1'échantillon,
calculer la vraisemblance des observations (i, t3, ..., tn) sachant 6.
2) Calculer alors un estimateur, noté W, pour le paramétre 0, par la méthode du
maximum de vraisemblance. Etudier ses propriétés.
3) Quelle estimation de 6 permettent les observations et cet estimateur ?

"

Exercice 9 %

. -~ . hd . . ,
On considére une variable ¢ontinue de densité :
a sixe[-1, 9] i

f(x) = ]1 -a sixel0,1] olaest Lm”paramétre de valeur inconnue, 0 < a< 1.
0 sinon

N
1) Montrer que f déiinit bien une densité de probabilits et @eﬁ}i(?&’), V(X) et P(X<0).
15 \
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iculer un estimateur T puuz(c,par i méthode des momen:s. e O 8
0 note 1 L'effectif emplrlque de l'événement (X<0) rlel-: o n-dchantilion ( “',,

i Xn) de X. Montrer que si on a observé la valeur (X1, X2, ., 8a) pour (X1, Xey ooy A1 2
1c1 vraisemblance des observations peut s'écrire  L{xq, X2, ... Xpj2) = 2% {1 - W y oty
est la valeur de Y associée aux observations. e

4) Calculer alors un estlmateur@\] pour (&, par la n)e‘hode du maximum de.

vraisemblance. Montrer qu'il est sans biais et CdlCUlE’ variances
5) Comparer les deux estimateurs T et W.
a

|Exercice 10: a

On considére une variable discréte dont la loi n'est que partiellement connue. En effet, n

X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 et P(X=1) = P(X=2) = a, olt a est un paramétre de
valeur inconnue.

1) Pour quelles valeurs de a le tableau ci-dessus définit-il bien une loi dn‘probabﬂ:;’ce 4

Calculer alors E(X) et V(X). \
2) On note Nj le nombre de variables prenant la valeur j dans le n%ah on (X1, Xz,
.» Xa). Donner en la justifiant la loi de Nj, j= 0, 1, 2 et montrer queces v

les sont
hees par un relatlon simple que 'on explicitera.

1
3) Montrer que = est un estimateur sans biais pour a et calculer sa variance.

4) Déterminer un estimateur T pour a, par la méthode des moments et et'udler ses
propriétés. :

5) Si (x1, X2, --s Xn) est une réalisation de (X1, X2, ..., Xn) pour laquelle la variable No
prend la valeur ng, montrer que la vraisemblance des observations (x1, x2, \,ﬂ ¢
sécrit:  L(x1,x2, .., Xp;a) =al My (1-2a ). : -

Calculer alors un estimateur W pour a, par la méthode du M.V. \
6) On dispose des observations suivantes :

Valeurs de X 0 [ 112 y 3
Effectifs_observés 8 .1 6 [3i .
A quelles estimations les trois estimateurs et ces observations conduisent ils ?
Laquelle aura votre préférence ? Justifier. : X
Exercice 11 ' ¢ -  al

Une association d'usagers constate que le temps séparant l'arrivée de deux rames
successives sur une certaine ligne de métro, peut étre modélisé par une variable
aléatoire T de loi uniformne sur [1;a] ofta > 0, et que les mtu.rarnvees sont de§v.a.
indépendantes. A la demande des usagers et disposant d'une série d€ n interarrivées ’

(t1, ..., tn), on souhaite estimer le paramétre a, temps maximum d'attente entre deux
rames.

@
1) Rappeler les valeurs de E(T) et V(T). ¥ a ‘

2) Calculer un estimateur A pour a par la méthode des moments. montrer qu'il est.)’
sans biais et convergent en un sens a prec1spr ’

3) Calculer un estimateur W pour a par la mé*hode du MV. Calculer la lof de W, En
déduire les propriétés de W.
4) Comparer lss estimateurs A et W. Lequel préférer ?

15
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